OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA JUDETEANA SUCEAVA 12 MARTIE 2011

CLASA a Vl-a

1. a) Fie p un numir prim mai mare decat 6. Aflati ultima cifri a lui p*.

b) Aflati numerele prime p si q stiind ca p*+q* =29186.
G. M. nr.10 /2009
Solutie. ) Orice numdr prim p>6 are u(p)e{L37,9}=u(p*)=1. Cu u(p) am notat ultima cifr a lui p.

b) Daca p>6 si gq>6, atunci u( p4) = u(q4) =1 si u( p? +q4) =2, deci relatia din enunt nu poate fi
adevaratd. Deducem ca cel putin unul din numerele p sau q este mai mic decét 6.

Daca p=2= p*=16=16+q" =29186 = q* = 29170 = nu exista p deoarece 29170:2 s i 2917072".

Dacid p=3= p*=81=81+q* =29186 = q* = 29105 = nu existd p deoarece 291055 s i 29105/5* .

Dacid p=5= p*=625=625+q" =29186 = q* = 28561=> q* =13* = q =13. Deci numerele ciutate sunt 5

sila.

Barem.

a) p prim Si p>6=u(p)e{}3,7;9} 1p
4\ _

u(p*)-1 1p

b) Aratd ca cel putin unul din numerele p sau g este mai mic decét 1

ST PPN P

Arati  c¢i  pentru p=2 nu existi p  deoarece 291702  si  29170{2* 1p

Arata ca pentru p=3 nu exista p deoarece 29105:5 Si 2910575* 1p

Arata ca pentru p=3 avem g=13 1p

Deci numerele cautate sunt 5 Si

13 e Ip

3y 4z

. Calculati:

2. Fie X,y,z numere rationale pozitive astfel incat = =
3y+4z 2x+4z 2x+3y

(x+3y+22)-(l+i+ij.

G.M. nr.5/2010

) 2X 3y 4z 2x+3y+4z 1
Solutie. = = = ==,
—  3y+4z 2x+4z 2x+3y 4x+6y+8z 2
2x :l:>4x:3y+4z (1); 3y =£:>6y=2x+4z (2); 4z =£:>82=2x+3y (3).
3y+4z 2 2x+4z 2 2x+3y 2
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Din (2)=4z=6y—-2x si inlocuind in (1) obt inem 4x=3y+6y—2x=6x=9y=2x=3y (4), care
inlocuitd in (3) ne conduce la 8z =3y +3y =>8z=6y=4z=3y (5).Din (4) si (5)=2x=4z=>x=2z.

Calculam in functie de x si avem: (X+3y+2z)- E+i+i :(x+2x+x)-(1+i+lj:4x-i:10.
X 3y 2z X 2X X 2X
Barem.
2x 3y 4z 2x+3y+4z 1 )
3y+4z % 1 47 2X+3y 4X+6y+82 O T p
2X =£:4x=3y+4z (1); 3y :l:>6y:2x+4z (2); 42 =l:82=2x+3y (3) 2p
3y+4z 2 2x+4z 2 2x+3y 2
Obt ine 2x =3y, 4z =3y Si X=2z 2
< 1 1 1 5
Calculeaza (X+3y+22)-| =+ ——+— |=(X+2X+X):| =+ —+= [=4x-——=10 ...cc..coooiiiiii e, 1p
3y 2z X 2X

3. Se considerd triunghiurile dreptunghice AABC (AB<BC) si AADC astfel incat m(J ABC)=90",
m(JADC)=90", B si D de o parte si de alta a dreptei AC si [AB]=[CD]. Daca BM L AC,
M e AC si m( ABD)=60", demonstrati ca: [BM este bisectoarea [J ABD .
(***)

Solutie. Din AABC, ACDA dreptunghice si [AB]=[CD] (ipotezi), [AC]=[AC](laturd comund) rezultd cd
AABC = ACDA(I.C.)= [BC]=[AD] (1), BCA=[I DAC si [I BAC =[] DCA. Atunci:

m (0 DAB) = m(1 DAC)+m(1 CAB) = m(1] DAC ) +m([] DCA) = 90°.

Din AABC, ABAD dreptunghice s i [BC]=[AD] (1), [AB]=[AB](laturd comunid) = AABC = ABAD(C.C.)=
UBAC =l ABD. Dar m(U ABD)=60° s i atunci m(L BAC)=60°. Daci ACNBD={O}, in AAOB avem:
m(1 AOB) =180" —60° —60° =60".

Din ABMA, ABMO dreptunghice si [ BAM =0 BOM (au masurile de 60°), [MB]E[MB](laturé comund)

= ABMA = ABMO(C.U.)= U MBA=[ MBO , dar [BM < Int(LJ ABD) = [BM este bisectoarea [] ABD .
Barem.

ST 1p
Compara AABC, ACDA dreptunghice Si obt ine [BC]=[AD] 1p
Aratd c8 M (L BAD) =90 ... ..uiiiiiiiiiieee e 1p
Compara AABC, ABAD dreptunghice Si obt ine [ BAC =[] ABD 1p
Calculeaza m(U BAC) =60° si m(D AOB) S B0 e 1p
Compara ABMA, ABMO dreptunghice Si obt ine 00 MBA=[ MBO 1p
Finalizeazd [BM este DiSECtOArea [ ABD ............uuiuriiiiiiiiiee e e e e e e e 1p




4. Fie triunghiul ABC s i punctele M €(AB), P e(AC) astfel incat [BM |=[CP]. Daca punctul Q este

simetricul lui P fa a de mijlocul E al segmentului [BC], sa se arate ca:
a) unghiurile ABQ s i BAC sunt suplementare;
b) dreapta determinatd de mijloacele segmentelor [BC] Si [MP] este paraleld cu bisectoarea
unghiului BAC.
(***)
Solutie. a) Comparim APEC $i AQEB unde avem: [PE]=[EQ] (E mijloc [QP]), U PEC =0 QEB (opuse la
varf) s i [CE]=[EB](E mijloc [BC]) rezulti ca APEC =AQEB(L.U.L)= [PC]=[QB] si [ PCE =[] QBE

D). Folosind (1)
= m(L ABQ)+m(LI BAC)=[ m(Ll ABC)+m(L: CBQ) |+m(L BAC)=m(L ABC)+m(L BCA)+m(LI BAC)=180°
(2).

Deci unghiurile ABQ s i BAC sunt suplementare.

b) Fie T mijlocul lui [MP]. Dar E mijlocul lui [BC] s i atunci [TE] linie mijlocie in APMQ = TELUMQ.

Fie [AD] bisectoare in AABC =[] BAD=0 DAC .

Din [PC]=[QB] s i [MB]=[PC]=[MB]=[BQ]= ABMQ este isoscel cu baza [MQ]=L BMQ =01 BQM (3).
TIn ABMQ avem: m(U MBQ)+m(UBQM )+m(UBMQ)=180°, unde t inand cont de relat iile (2) si (3)
obt inem:

2-m (U BMQ) =180°—m (L) MBQ) =180° -~ m(l] ABQ) = m(l] BAC ) = m(lJ BMQ):@.

m(L BAC)

Cums i m(L BAD)= = [ BMQ =0 BAD. Dar [l BMQ,L BAD sunt unghiuri corespondente formate de

dreptele MQ s i AD cu secanta AB s i atunci obt inem MQUAD . Din TEUMQ s i MQLUAD =TELAD
Barem.

S 1p
a) Compard  APEC si AQEB si  obtine [PC]=[QB] Si [l PCE =lJ QBE 1p
Calculeaza m(UJ ABQ)+m(LJ BAC)=180° =[] ABQ,[J BAC SUpIEMENLAIE............vvvrriinnnneeaaaaeaeeeeereenn | 1P
b) [TE] linie mijlocie Tn APMQ = TE LIMQ ......utiiiiiiiiiiiiei e 1p
Aratd cd ABMQ este isoscel cubaza [MQ] .........ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiii s 1p
Aratd ca [ BMQ =0 BAD = MOQUAD oo oo oo 1p
Finalizeaza TELUMQ Si MQUAD =TEUAD 1p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.
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